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Apresentacgao

Ol3, pessoal!

Com satisfacdo, comegcamos aqui nosso curso preparatorio para o vestibular da Fundacgao
Universitaria para o Vestibular, também conhecida como Fuvest.

Meu nome é Margal, graduado em Matematica pela UFSJ (Universidade Federal de Sao Joao
del Rei) e professor em cursos pré-vestibulares desde 1999. Como tutor, orientei dezenas de
estudantes ao longo do espinhoso caminho até a aprovacdao em exames vestibulares de alto
desempenho como Fuvest, Unesp, Unicamp, AFA, entre outros. Ao longo da vida, com satisfacao,
elegi a Matematica como ferramenta pessoal para constru¢ao do conhecimento.

Minha missdo aqui é dar a vocé todos os recursos e condi¢des de aprovacao em um dos
vestibulares mais procurados do pais, o vestibular da Fuvest.

Como costumo dizer aos meus alunos, aproveite ao maximo o curso e tenha em mente que
nada se conquista sem esforgo. Se por um lado estamos oferecendo a vocé um material de altissima
qualidade, por outro vocé tera que se preparar para muitas e muitas horas de trabalho duro. Nao
negligencie o seu desenvolvimento.

Metodologia do curso

Nossas aulas abrangerdo todo o contetudo cobrado nas provas, de forma ampla, com centenas
de exercicios resolvidos para que vocé possa construir seu conhecimento a cada passo, em cada
detalhe.

E a Matematica é cheia deles, os detalhes, ndo é mesmo?
Nosso curso é composto por PDFs, com teoria e exercicios, e videoaulas.

A parte tedrica é completa, porém objetiva. O material é inteiramente focado no vestibular
da Fuvest e traz uma analise de todos os assuntos cobrados nos ultimos vinte anos, pelo menos. Essa
prova tem se mantido muito fiel as suas caracteristicas e tem um perfil de aluno muito definido a
selecionar. Assim, mesmo questdes mais antigas cumprem muito bem seu papel na preparagao.

Nesta aula, para que ndo fique uma brecha sequer em sua preparagdo, vocé tera acesso a
exercicios sobre a base matematica de funcdes cobradas nos ultimos anos.
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Desse modo, nao serd necessario que vocé procure materiais de diversas fontes como
complemento, economizando, além de dinheiro, um tempo precioso a ser utilizado efetivamente na
sua preparagao.

Neste curso, utilizaremos questdes do vestibular da Fuvest, na maior quantidade possivel,
guestoes inéditas e questdes de outras bancas, quando pertinentes ao momento de seu
aprendizado.

Ao final do curso, com literalmente centenas de exercicios em sua experiéncia, vocé tera
todas as condigdes para fazer uma excelente prova e alcangar sua almejada aprovacao.

#® Matematica — Professor Margal
www.estrategiavestibulares.com.br




Professor Margal
FUVEST

Sobre a Fuvest

Para comecar, vejamos a distribuicdao dos assuntos nas provas da Fuvest do ano 2000 até hoje:

Matrizes 2 O 1 9

Equacodes 6% Funcoes

Progressao 6% \ / 22%

Aritmética
6% \
Logaritmos
5%
Progr?ss_a N Trigonometria
Geométrica 1o
11%
Probabilidades / T Geom'e.trla
. i Analitica
11% Geometria Espacial )
11%
11%
Funcoes
Outros / 17% 2016 = 2019

26%
Geometria Plana

/_ 11%

Logaritmos
4%
Grandezas
Proporcionai;\ —~~_Trigonometria
6% 9%
- / ! \ Geometria
Probabilidades Geometria Espacial Analitica
9% 99, 9%
_ 2000-2019
Outros Geometria Plana
20% 18%
Logaritmos _\
49, \
Andlise Combinatdria _— Trlgonoometrla
4_0/0 BN 11 /o
Sistemas Lineares )
4%, — Geometria
y — Espacial
Grandezas / 10%
Proporcionais
6% Probabilidades Geometria Analitica \ Funcgoes

6% 8% 9%

Podemos perceber que, ao longo dos anos, o vestibular mantém uma linha muito coerente
com a distribuicdo dos tépicos de matematica, o que torna o estudo das provas anteriores uma
estratégia muito interessante para a sua aprovacao.
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Em todas as andlises, se somarmos a participagao das Fungdes, Trigonometria e Geometrias,
temos mais de 50% da prova, de modo sistematico e consistente.

Atencdo, ndo defendo que vocé estude apenas os temas mais cobrados, mas, sem duvida,
eles ndo podem ser negligenciados. Vocé deve domina-los com alguma proficiéncia para ser
competitivo no processo seletivo.

Estudaremos os temas na ordem didatica e, durante todo o curso, veremos temas
importantes para a sua prova.

No Manual do Aluno do vestibular de 2019, que vocé pode e deve conferir na integra aqui?, a
Fuvest dividiu a Matematica em quatro areas:

Matematica
|
| | | ]
e N
‘ 4,
1. Conceitos e 5 G i 3 Funcs Combinatéria,
Relagdes . Geometria . Funcdes Probabilidade e
Numéricas Estatistica
Béasicas e
Aplicacoes
\_ J

E, para cada drea, uma indicagdao de como podem ser pedidas na prova.

A principio, essa divisao pode parecer um pouco confusa, entdao vejamos como ficam esses
tépicos dentro da arvore da matematica para cada area que a Fuvest separou.

Diagramas do conteudo programatico

@ ESCLARECENDO

Os diagramas a serem apresentados sao um guia para nossa divisdao de aulas. No entanto, boa
parte de nosso conteudo é interdependente, ou seja, precisaremos resgatar conceitos, expandi-los
e modificar suas aplicagdes em, praticamente, todo o curso.

Portanto, ao encerrarmos um assunto da arvore, ndo significa que ndo o retomaremos, ok?

1 Manual do aluno Fuvest 2019:

https://www.fuvest.br/wp-content/uploads/fuvest.2019.manual.candidato.pdf

#® Matematica — Professor Margal
www.estrategiavestibulares.com.br



https://www.fuvest.br/wp-content/uploads/fuvest.2019.manual.candidato.pdf

Professor Margal
FUVEST

Conceitos e Relagbes Numéricas Basicas e Aplicagoes

= Conjuntos Numéricos

= Operacdes Fundamentais

—{ Divisibilidade e Fatores primos

=1 Razdo e Proporc¢ao

—{ Sequéncias, séries, PA e PG

1. Conceitos e Relacdes| [ | Equagdes
Numéricas Basicas e =
Aplicacs
prcagoes —{ Nimeros Complexos
B Matrizes Porcentagem
I_ Simples
— Financeira Juros
I— Compostos
Relacdo com PA e PG
— Discussao
==l Sistemas Lineares 4e-4i j== Escalonamento
— Resolucdo
Substituicdo
Geometria
— Plana
— Espacial
2. Geometria =
— Analitica
— Construgdes com régua e compasso no plano
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Fungoes

Moédulo, polinomial 1o e 20 graus, f(x)=x", f(x)=1/x e f(x)=1/x>

Representacao
= algébricae |==| exponenciais e logaritimicas [==— = para expoentes irracionais
grafica
— sen, cos,tg == arcos notaveis e suas transladadas
= Dominio e Imagem
= Maximos, minimos e zeros
= biunivocidade
= Periodicidade
Reconhecimento
= e Interpretacdo [ Simetri
de graficos Imetrias

Intervalos de crescimento e de decrescimento

3. Fungoes
|

Andlise de variacdo da fungao

Estimativas

Situacoes Problema

Previsdo de valores

— Grafica
= Resolugdo =
— Algébrica
Equagdes e = Principio de identidade polinomial
Inequagdes
envolvendo
funcoes —| Produtos notaveis e fatoracdo de polinémios

Identidades trigonométricas

Identidades
funcionais
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Combinatdria, Probabilidade e Estatistica

Principio fundamental da contagem

Principio aditivo

Divisdo (agrupamentos repetidos)

Problemas com diferentes tipos de agrupamentos

Binomio de Newton

Espacos amostrais finitos

Representacdo (frequencias relativas)

Unido e Interseccao

Eventos disjuntos

Probabilidade Condicional

Populacdo e Amostra

Dados, tabelas e graficos

= Contagem

[}
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B
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[95]
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[Sa]
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[5)

°

T

=

5 Y
3 Probabilidade
2

o

i}

—

NS

-

(3]

g

Q

£

o

S

<

— Estatistica

Tendéncia central

Média, mediana, moda

|— Desvio médio

Dispersao

Essas indicacbes estdao todas em nosso cronograma,
completamente o conteudo programatico ao longo do curso.

Vamos comegar?

#® Matematica — Professor Margal
www.estrategiavestibulares.com.br

I— Desvio padrao
Variancia

de modo que cobriremos




Professor Margal
FUVEST

Introducao

A aula de hoje versa sobre um assunto importantissimo e que cai em toda prova de vestibular
gue contenha a disciplina matematica: as funcoes.

Pois é, vocé ndo encontrard um vestibular cuja prova de matematica ndo contenha algo que
derive dos fundamentos desta aula.

Hoje teremos uma introducao a funcao e estudaremos seus fundamentos, o plano cartesiano
e algumas fungdes especiais. Veremos fung¢bes por, praticamente, todo o nosso curso. Esta e as
proximas aulas tém o intuito de fundamentar o nosso conhecimento acerca do assunto para
conseguirmos avangar em topicos como geometria, progressoes, analise combinatdria, entre outros.

Ah, e ndo se esqueca: se surgir aquela duvida, poste-a no férum. Nao deixe brechas em seu
conhecimento, combinado?

o /professormarcal '@ /professor.marcal 0/ professormarcal
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1.1. Definicao, dominio e contradominio

Ja vimos uma nocao intuitiva de funcao na aula passada, agora vamos formalizar essa visao.

Tecnicamente, uma fun¢ao é uma regra que associa elementos de um conjunto “de partida”,
chamado Dominio, a elementos de um conjunto “de chegada”, chamado Contradominio.

Para que tenhamos realmente uma funcdo, apenas duas regras bdsicas devem ser seguidas:

Funcao

1) A regra da fungado
deve fornecer um f(x)
para todo x pertencente
ao Dominio. Sem
excecoes.

2) Nao sdo aceitas
ambiguidades. A cada x
deve haver um unico
f (x) correspondente.

Analisemos alguns diagramas para verificar se as relacdes entre os conjuntos apresentados
sdao ou nao uma fungao.

f
N

Dominio Contradominio

O diagrama anterior ndo representa uma funcdo, pois ndo satisfaz a condicao 1) enunciada
acima, a de fornecer um f(x) para todo x pertencente ao Dominio. Perceba que os elementos B e
D do dominio ficaram sem correspondentes no Contradominio.

#® Matematica — Professor Margal
www.estrategiavestibulares.com.br




Professor Margal
FUVEST

N

A 1

B\\/ .

-

De \4

E ®5

Dominio Contradominio

Essa ja € uma funcdo. Perceba que ambas as condig¢des, 1) e 2), foram satisfeitas. Todos os
elementos do Dominio tém correspondentes no Contradominio e cada elemento do Dominio tem
apenas um correspondente no Contradominio.

Dominio Contradominio

Aqui ja ndo temos uma funcao, pois ndo satisfaz a condicdo 2), a de ndo haver ambiguidades.
Perceba que o elemento B, do Dominio, estd relacionado a dois elementos do Contradominio e isso
ndo é permitido para funcgdes.
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Dominio Contradominio

Essa € uma funcdo. Nao hd problema em ficarem elementos do contradominio sem
referentes. Nao podemos ter elementos sem correspondentes no dominio apenas.

1.2. Imagem

O conjunto Imagem de uma fungdo, também chamado de conjunto dos valores de f, é o
subconjunto do contradominio que contém somente os elementos relacionados a elementos do
dominio.

Professor “ducéu”, entendi nada!

Calma, vejamos como sdo as imagens de algumas func¢des nos diagramas.

f f

B.\\/ 2 I'magem
ce 3

Dominio Contradominio Dominio Contradominio

#® Matematica — Professor Margal
www.estrategiavestibulares.com.br




Professor Margal
FUVEST

De =0
E D
Dominio Contradominio Dominio Contradominio
Imagem I'magem

1.3. Fungao injetiva, sobrejetiva e bijetiva

Com base no comportamento da fungdao com os conjuntos dominio, contradominio e
imagem, podemos classificar as fungdes em injetoras, sobrejetora e bijetoras. Vejamos o que
significa cada um desses termos.

Uma fungdao é chamada injetiva, ou biunivoca, quando ndo ha elementos da imagem
relacionados a mais de um elemento do dominio. Nesse tipo de fungdo, as relagdes ndo se

sobrepdem ou, em linguagem popular, ndo “encavalam”.

Veja um exemplo de funcdo injetiva:

Imagem

Dominio Contradominio

Pode-se dizer que, para uma fungdo injetiva, se f(x) = f(y) » x = y.
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Para uma funcao ser sobrejetiva, a condi¢ao é a de que todos os elementos do contradominio
recebam correspondéncia de pelo menos um elemento do dominio.

O diagrama a seguir representa exatamente essa situagao para uma funcao sobrejetiva.

f

Dominio Contradominio

Imagem

Podemos pensar que, para uma fungao ser sobrejetiva, basta que o contradominio seja igual
a imagem, nao importando se ha a sobreposicdao ou nao.

Passando a proxima classificacdo, uma funcdo é bijetiva quando tem as caracteristicas de
ambas as classificacdes anteriores, ou seja, é bijetiva quando é injetiva e sobrejetiva
simultaneamente.

Para isso, ela ndo deve apresentar sobreposicao para ser injetiva e ter o conjunto dominio
idéntico ao conjunto imagem, como no diagrama a seguir:

f

De \ -9 |
E 5
Dominio Contradominio
I'magem

Professor, entdo alterando esses conjuntos, dominio, contradominio e imagem, é possivel
mudar a classificacdo de uma fungdo?
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Excelente pergunta!
A resposta é um sonoro SIM.

E é exatamente isso que fazemos nos exercicios cujo comando da questdo traz algo como
“defina o dominio da funcgao tal”.

Vamos analisar nosso primeiro diagrama usado como exemplo nessa aula

f
7N

Dominio Contradominio

Com esse diagrama, defina o dominio de modo que f seja uma fungao.
Ora, professor, é so retirarmos os elementos B e D do conjunto dominio.

Exatamente isso. Desse modo, passamos a ter uma fungao.

I'magem

Dominio Contradominio

Essa funcdo passou a ser, entdo, injetiva e ndo sobrejetiva, visto que o contradominio ndo é
igual a imagem.

Poderiamos alterar, entdo, o conjunto contradominio para que a funcao seja bijetiva?
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Sem problemas.

Ao alterar o contradominio convenientemente, teremos uma fungao bijetiva como em:

Be Imagem
De o4
5

Dominio Contradominio

Veja que nao ha sobreposicao em elemento algum do contradominio e este é igual ao
conjunto imagem, classificando nossa funcao como bijetiva (injetiva + sobrejetiva).

Professor, essa classificacdo das funcdes em injetivas, sobrejetivas e bijetivas sao aplicaveis
as fungdes nos graficos?

Sao sim.

Na verdade, podemos expressar a ideia de fung¢ao de varias maneiras diferentes. Os
diagramas que usamos sao um dos jeitos possiveis.

Podemos expressar uma funcao por meio de tabelas, diagramas, graficos dos mais variados
tipos e até por meio de uma funcao algébrica, estd lembrado?

Em nosso curso, daremos énfase a dois desses tipos: os graficos no plano cartesiano e as
funcdes expressas algebricamente.

Vamos comegar estudando as fun¢des de primeiro e de segundo grau, algebricamente e
graficamente, e, apds sabermos como relacionar essas duas fungdes aos seus graficos, voltaremos a
essa classificagao, combinado?

1.4. Plano cartesiano

O plano cartesiano é como uma tela onde cada ponto tem seu enderego.

Para chegar a um ponto qualquer dessa tela, deslocamo-nos a partir da origem primeiro na
horizontal (direita ou esquerda) e, depois, na vertical (para cima ou para baixo).

Para simbolizar esse “deslocamento”, escreveremos os enderecos sempre nesta ordem:
horizontal e vertical. Por isso chamamos esses endere¢os de coordenadas dos pontos de pares
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ordenados. Chamaremos, de agora em diante, as coordenadas horizontais de abscissas e as
coordenadas verticais de ordenadas.

Embora possamos utilizar quaisquer simbolos para, algebricamente, representar um par
ordenado, ha grande preferéncia para as letras x e y para representar as abscissas e as ordenadas,
respectivamente.

Desse modo, (2;3) indica um ponto a duas unidades de distancia horizontal e trés de
distancia vertical a partir da origem de um plano cartesiano, enquanto (x;y) é uma representagao
para um par ordenado genérico.

Quando ndo causar confusdao com numeros decimais nao inteiros, podemos representar
pares ordenados separados por virgula, ao invés de ponto e virgula, (x,y), sem prejuizo para a
clareza e correc¢ao da notacgao.

Vejamos com o representar essas coordenadas no plano cartesiano. Perceba que os eixos
dividem o plano em quatro regides, chamadas quadrantes.

Y
(3,4
2°quadrante
(©,3)
1° quadrante
(3.2) .1,2)
(21 .2.1)
(-4,0) ©.0) (3,0)
xr
2.-1)
3° quadrante
,{-2; -2) .-;1. -2) .-:_4. -2)
L(-4.-3) 4° quadrante
(0, -4) .-:_2. -4)
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ATENCAO!!

Alguns detalhes que gostaria que vocé notasse e os observasse sempre que vir um
plano cartesiano a partir de agora:

- NUmeros positivos e negativos, nos eixos, sdo divididos pelo ponto (0,0).

- As setas, rigorosamente expressas em apenas uma das extremidades de cada
eixo, indicam o sentido de crescimento dos nimeros e nao, nao podem ser colocadas em
ambas as extremidades, ok?

- Os numeros que estao exatamente em cima de um eixo coordenado sempre tém
uma das coordenadas igual a zero. Se o ponto esta no eixo x, tem a coordenada y = 0.
Se o ponto esta no eixo y, tem sua coordenada x = (. Essa caracteristica sera muito util
em toda a nossa jornada na matematica!

Agora que ja sabemos o que é um plano cartesiano, vamos relaciona-lo as func¢des algébricas.

1.5. Fung¢oOes de primeiro grau

As fungdes de primeiro grau sao fungdes do tipo
y=ax+b

Algumas caracteristicas merecem destaque quando falamos sobre equag¢des do primeiro
grau, vamos a elas.

Ha, na escrita da funcdo, os coeficientes a e b.
Atencao, eles ndo sdo varidveis, mas coeficientes.
E qual sera o papel deles quando esbocamos o grafico de equacgdes de primeiro grau?

O que faremos aqui ndo é uma “prova” matematica. Os graficos que serdo apresentados tém
a funcdao de explicitar comportamentos conhecidos das fun¢des de primeiro grau a titulo de
apresentacdao. Em pontos diferentes do curso veremos algumas provas do que sera introduzido
intuitivamente nos préximos passos.

Feitas as consideragdes, fagamos alguns graficos para analise.
Para padronizar, levaremos em consideracao a funcao
y=1x+0
y=x
Também conhecida por funcao afim.

Vejamos seu gréfico.
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Alterando os valores do coeficiente a de 1 para 2,3 e 4.

Vocé deve ter notado que, aparentemente, todas as fung¢des parecem ser retas.
Conversaremos sobre isso mais a frente.

Sobre o coeficiente a, percebeu que quando o aumentamos, também aumenta o angulo
entre areta y e o eixo x?

Além disso, todas se interceptam no ponto (x;y) = (0;0), o que era de se esperar. Como as
funcdes sdo todas do tipo

ax

=
Il

guando
x=0->y=a0=0.

E o que serd que acontece quando colocamos um nimero negativo no lugar do coeficiente
a?
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Todas as retas apresentam angulo maior que 90°com o eixo x.
Podemos perceber alguns comportamentos da funcao referentes ao coeficiente a:
Quanto maior o valor do mdédulo de a, mais vertical a reta.
Coeficientes positivos geram retas crescentes.
Coeficientes negativos geram retas decrescentes.
Todas as retas da forma y = ax cruzam a origem do plano cartesiano (0; 0).

Esta evidente a importancia do coeficiente a para o angulo entre a reta y = ax e o eixo x.
Essa caracteristica levou a designacao do coeficiente a como coeficiente angular. Na aula sobre
trigonometria, veremos em detalhes como esse coeficiente representa a tangente do angulo entre
areta e o eixo x.

Entendido o papel do coeficiente angular a para a funcao de primeiro grau, passemos ao
estudo do coeficiente b.

Para padronizagao, utilizaremos a mesma fungao: y = 1x + 0=y = x.

Como fizemos com o coeficiente angular, alteremos o valor do coeficiente b de O paral,2 e 3.

3

N

Que figura curiosa.
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Note que todas as retas apresentam o mesmo angulo com o eixo x, das abcissas. Afinal, se o
coeficiente angular de todas essas retas € o mesmo, a = 1, nao poderiamos esperar diferente, nao
é mesmo?

J4 a mudanca do coeficiente b causou um deslocamento do ponto de intersec¢ao da reta com
o0 eixo y. Antes, todas as retas tocavam o eixo das ordenadas na origem. Ao alterar o coeficiente b,
o ponto de interseccao nado so foi alterado, como apresenta o mesmo valor numérico do coeficiente.

Vejamos essa caracteristica algebricamente.
O ponto onde a reta corta o eixo y tem sempre coordenada (0; y). Sendo assim, fungdes do
tipo
y=ax+b

ao interceptarem o eixo das ordenadas, sempre em um ponto (0;y), ou seja, x = 0,
apresentara valor calculado no ponto por:

y=0x+b
y=b>b
Essa relagdo entre o ponto de intersecgdo entre a reta e o eixo y, também chamado de

intercepto-y, d4 origem ao nome ao coeficiente b de coeficiente linear; o valor onde a reta “corta”
a linha do eixo vertical.

Com esses dados acerca dos coeficientes angular e linear, ja somos capazes de esbocar o
grafico das funcdes de primeiro grau apenas olhando para a e b.

Testemos nossas habilidades. Como seria o grafico de, digamos, y = —2x + 5?

O grafico dessa funcao deve ser decrescente, pois o coeficiente linear a é negativo; e
interceptar o eixo y em (0; 5), pois o coeficiente linear é b = 5.

A

0 1 2 \ 3
Professor, nds falamos do intercepto-y, mas e o ponto em que a func¢ao corta o eixo x?

Excelente pergunta!

Esse ponto se chama intercepto-x, zero da fung¢ao ou ainda, raiz da fungao.
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Se os pontos do eixo vertical todos tém coordenadas x = 0, algo parecido acontece com o
eixo horizontal: todos os pontos tém coordenadas y = 0.

Para saber onde a fungdo corta o eixo x, basta substituir y = 0 na fungdo. E isso funciona
para todas as funcdes, ndo so para as fung¢des de primeiro grau.

No grafico, percebemos que a raiz é algo entre 2 e 3, mas ndo temos precisdo para defini-la
apenas graficamente.

Vamos calcula-la.

y=-2x+5
0=-2x+5
2x =
5
*=3
x =25
Assim, dizemos que a raiz da funcao
y=-2x+5
é
x =25

Professor, se o coeficiente b for nulo, a reta passa pela origem, correto?
Correto.
E o coeficiente a, pode ser nulo também?

Pergunta interessante, vejamos o que acontece se substituirmos o coeficiente angular a por

Como padrdo de comparacgao, usaremos a funcdo cujo grafico acabamos de esbocgar
y=-2x+5
Substituindo o coeficiente angular por 0, temos
y=0.x+5
y=25
Isso significa que ndo ha onde substituirmos o valor de x, ou seja, para qualquer valor de x,

y = 5 e ndo hd variacdo. Esse tipo de fungdo é chamado de fungdo constante e, para esse caso
especifico, tem o seguinte grafico:
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CURIOSIDADE

L\

Vocé notou como passamos de uma funcao para uma equacao quando foi preciso
calcular a raiz?

E muito importante que vocé esteja ciente dos passos enquanto aprende e
enquanto resolve os exercicios.

Lembre-se de praticar com simulados para manter-se afiado, combinado?

RESUMINDO

De acordo com o que vimos até agora, ha 6 tipos principais de fungdes de primeiro grau,
f(x) = ax + b, ndo constantes, veja a seguir:
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Yy
Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3
a>0ep>0 “a=>0eb=0,/"a>0eb<0
xT
Y
Tipo 4 Tipo 5 Tipo 6
a<0eb<0jacneb=0Na<0eb>0

Atencdo, apenas nomeamos os tipos de fun¢do de 1 a 6 para numerar os tipos com um fim
didatico. Nao se refira em uma prova a uma funcao do tipo 5, por exemplo. Em vez disso, explicite
as condicGes dos coeficientes a e b.

/
HORA DE

PRATICAR!

(Exercicio de fixagdo) Esboce o grafico de cada uma das fungdes abaixo.
a) f(x) =2x+5

b) f(x) = —x
¢)f(x) =03x+8
d) f(x) =x —=
e)f(x)=—x+m
Nfx)=ex—m

9) f(x) =5+ 3x
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) f() = =x

) flx) = —\/%x+ 2

D@ =-2x—=
Respostas:
a)a>0,b>0,tipo1
b)a<0,b=0,tipo5
c)a>0,b>0,tipo1
d)a>0,b <0,tipo 3
e)a<0,b>0,tipo6
f)a>0,b<0,tipo3
g)a>0,b>0,tipo1
h)ya > 0,b =0, tipo 2
i)a<0,b>0,tipo 6
ja<0,b<0,tipo 4

1.6. Funcgoes de segundo grau

A andlise das fung¢des de segundo grau seguird o mesmo padrdo que usamos para analisar as
funcdes de primeiro grau.

A diferenca é que nas fun¢des de segundo grau teremos trés coeficientes, ndo dois.
Pois bem. Uma funcado de segundo grau é da forma
f(x) =ax®*+bx+c
Alternativamente, podemos escrever
y=ax®*+bx+c
Sem perda de significado.
Como vocé deve ter notado, sdo trés coeficientes; a, b, c.

Uma particularidade da funcdo de segundo grau é que o expoente dois torna valores
negativos em positivos. E claro que isso ndo acontece com o termo de primeiro grau, mas, é um fator
a se considerar quando estamos estudando graficos de equacdes de segundo grau.

Como pardmetro, usaremos agora a funcio
y=1x*+0x+0
y = x*

Como todos os valores de x serdo elevados ao quadrado, essa funcdo acaba sendo nao

negativa. Vejamos seu grafico:
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N — — —_— e - e e _ = =

_ —_ - —

0,0

A fun¢do y = x? apresenta simetria axial? e esse eixo é exatamente o eixo vertical, ou seja,
os valores de f(x) = f(—x). Essa caracteristica é consequéncia do expoente par da funcgdo e a
classifica como func¢ao par, mas veremos essa classificacdo na aula 02. Por enquanto, basta notar a
simetria e saber que nem toda fun¢ao quadratica é par.

Para a primeira anadlise, veremos como é afetada a fung¢ao ao variarmos o coeficiente a.

E qual seria a consequéncia de valores negativos no coeficiente a? Seria esse valor negativo
afetado pela poténcia de x?

2 Simetria Axial: diz-se de uma figura que tem, pelo menos, um eixo que a divide em duas partes
semelhantes, iguais, correspondentes.
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Escrevendo a fungdo com a < 0, temos algo como em y = —x?2.
Nem o coeficiente a nem o seu sinal estao elevados ao quadrado. Assim, o sinal de a pode e
deve ter interferéncia no grafico da funcdo. Sé para deixar claro, aqui temos a = —1.
3
y = x?

Nota-se que o coeficiente a tem influéncia na abertura da funcdo f(x) = ax?. A essa
abertura, chamamos concavidade. Se o modulo de a aumenta, a concavidade se fecha; se diminui,
a concavidade se abre. Além disso, valores negativos de a resultam em fungdes com concavidades
voltadas para baixo e positivos, para cima.

Essa curva que vocé notou nos graficos recebe o nome de pardabola e tem muitas
caracteristicas interessantes. Estudaremos essas propriedades com profundidade em Geometria
Analitica e veremos, por exemplo, o motivo de usarmos antenas parabdlicas para captar sinais de
satélite. Por enquanto o que nos interessa é o comportamento da funcdao de segundo grau, cujo
grafico é representado por uma parabola.

Entendido o coeficiente a, vamos para o coeficiente b. Usemos a funcao
y=1x2+0x+0
y = x*

como base de comparacgdo e alteremos o valorde b = 0 paral,2e3.
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y=x+3x \y=x*+2x \ y=x*+x

As pardbolas se mantiveram “presas” na origem (0; 0), mas apareceu uma segunda raiz de
modulo igual ao médulo de b, mas com sinal contrario.

Vejamos o porgué de isso ocorrer.
Se temos uma func¢ao incompleta do tipo
f(x) = ax?® + bx

e queremos calcular suas raizes, nds colocaremos o valor zero no lugar da fungao, pois as
raizes estao no eixo horizontal, lembra?

f(x) = ax? + bx
0 = ax? + bx
0 =x(ax + b)
Se um produto é zero, um dos fatores deve ser igual a zero, entao:

x=0 ou ax+b=0

b
x=0 ou X =——
a
Como no nosso exemplo, a =1
x=0 ou x=-b

Exatamente o comportamento visto:

x=0e y=0 - pardbolapresanaorigem
x=-bey=0 - raizcommobduloigual ao moédulo de b com sinal contrario

Assim, apesar de ndo ser uma translacdo somente horizontal, ocorre um “escorregamento da
funcdo quanto alteramos o coeficiente b.

Para confirmar, se o “escorregamento” sempre tem o sinal oposto de b, se colocarmos
valores negativos para o coeficiente b a funcao “escorregaria” para a direita?
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Teoricamente, sim. Fagamos mais alguns graficos so para confirmar.

Exatamente o que esperdvamos.
E, para encerrar esse estudo, analisemos o comportamento da fungao
f(x) =ax?*+bx +c
guando variamos os valores do coeficiente c.
Novamente, utilizaremos a funcao
y=1x2+0x+0
y = x*

como parametro e variaremos o coeficiente ¢ de 0 para —1,1, 2, 3.
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Nao é de se estranhar que o termo independente da fungdo de segundo grau também traz a
informacao do intercepto-y. Afinal, se colocarmos valor nulo na variavel x, o que sobra é sé o termo
independente. Veja.

f(x) =ax®*+bx +c
f(0) =a0?+ b0+
f0)=c

Ou seja, o termo independente traz exatamente o valor do ponto em que a fun¢ao quadratica
corta o eixo vertical.

Voltando as fungdes do grafico, atengao a fungao
fx)=x%*-1

Ela apresenta duas raizes. Visualmente, no grafico, vemos que devem ser {—1; 1}. Vamos
conferir?

Para calcular as raizes, fazemos y = 0, entdo:
flx) =x*-1
0=x2-1
1 =x?
Vi=e
1= |x|
+1=x
Exatamente como previamos.

Agora, vejamos o que acontece com as fungdes que parecem “flutuar” no grafico, nao
interceptando o eixo horizontal.
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Vejamos o exemplo de
f(x)=x%*+1
0=x%+1

—1 = x?

V=1 = /2
Perceba que nao existe, no conjunto dos niUmeros reais, a raiz quadrada de nimero negativo.

Veja bem, tinhamos uma funcdo e queriamos descobrir a(s) raiz(raizes). Par isso, substituimos
y por 0 e, nesse momento, passamos a ter uma equagao que representa uma pergunta: qual o
numero cujo quadrado somado a um da zero?

Quando chegamos a uma resposta inexistente, significa responder a essa pergunta dizendo:
nao existe niumero que satisfaca essa condicao.

Como esse numero representaria o(s) ponto(s) em que a fungdo interceptaria o eixo
horizontal, concluimos que a funcdo esta toda acima do eixo ou toda abaixo do eixo; ndo ha
intersecgdes entre esta e o eixo horizontal.

E extremamente importante que vocé esteja ciente do que calcula e, tanto quanto operar
corretamente funcdes e equacgdes, que consiga entender o que significam a cada momento. Assim
vocé podera aplicar as ferramentas matematicas para resolver problemas de forma eficiente. Isso
ajuda a passar no vestibular e a resolver problemas do cotidiano por meio da matematica também.
Afinal, apds o vestibular ha toda uma faculdade a cursar, ndo é?

VA
3 'k!/ INDO MAIS

# FUNDO!

Vimos que as solucdes para a equagao

ax’+bx+c=0

,  —b++b?—4ac
_—b+Vb>—4ac |* = 2
x= 2a |, -b—Vb?—dac
= 2a
Ou, em sua forma alternativa,
A= b? — 4ac
. —b++A
_ —b £ VA _ X = 2a
SN
kx - 2a

Vimos também que para calcular as raizes de uma fungao, substituimos y por zero.
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f(x) =ax?*+bx+c
0=ax*+bx+c

Assim, o calculo dos valores que satisfazem essa equagao sao também, quando no ambiente
das fung¢des quadraticas, suas raizes.

Sabemos também que nao sdo todas as fung¢des que tém raizes, algumas sao estritamente
positivas e outras, estritamente negativas; sao os graficos “flutuantes”.

Olhando para a forma alternativa de escrita para o calculo das solu¢des da equacgao, percebe-
se que ha uma raiz quadrada envolvida, a raiz quadrada do discriminante

VA

Como nao existe raiz de niumeros negativos no conjunto dos numeros reais, temos que, para
haver raizes em uma func¢ao, necessariamente

VA deve existir
A>0

Sao duas possibilidades condensadas na informacdo: o discriminante pode ser zero ou o
discriminante pode ser positivo.

Com o discriminante positivo, ja vimos que ha duas raizes distintas, portanto, a funcao corta
o eixo horizontal duas vezes.

Caso o discriminante seja zero, vejamos o que acontece:

A=0
, _—b++V0 b
o ThEVE )P T T T
2a , _—b—+0 —b
= 2 2a

As duas raizes, x" e x'' passam a ser idénticas!

Dizemos que a funcdo sé tem uma raiz ou, mais tecnicamente, que tem apenas uma raiz de
multiplicidade dois, pois funcdes do segundo grau devem ter duas raizes.

Nesse caso, a fun¢ao apenas toca o eixo horizontal do grafico, como vimos no caso de
fx) = x?
Obviamente, caso a funcdo apresente

A<O

ela ndo apresenta raizes reais, é estritamente positiva ou estritamente negativa e nao toca o
eixo das abcissas.

Mas professor, vocé ndo falou que toda funcado do segundo grau deve ter duas raizes, por isso
a raiz Unica quando A= 0 é chamada de raiz de multiplicidade dois?

Falei.

Entdo, onde estdo as duas raizes das funcdes que apresentam A < 0°?
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e

Para o caso A < 0, existem também duas raizes, mas elas sdo do dominio dos numeros
complexos. Perceba que eu disse que nao havia raizes no conjunto dos numeros reais. Vocé
aprenderd a calcular essas raizes na aula sobre nimeros complexos, ndo se preocupe com isso agora.

HORA DE

PRATICAR!

ajm=—-2oum=2
bym=2
cm=0oum=2
dm=-2
egm=—-4oum=0

Comentarios:

Para que a funcao

Gabarito: “e”.

(Questido inédita/2018) Considerando a func¢do

O valor de m para que f(x) tenha apenas uma raiz de multiplicidade dois é

tenha apenas uma raiz, é necessario que

fx)=x*4+(m+2)x+1

fxX)=x>4+(m+2)x+1

A=0
A=+Vb2 —4ac =0

Jm+2)2-411=0

(\/(m+2)2—4)2 = 0?
|(m+2)2—4|=0
(m+2)Z-4=0

mh2+4m+4—-4=0

mi+4m+4—-4=0
m? +4m =0
mim+4)=0
m=0 ou (m+4)=0

m=0 ou m=-—4
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1.6.1. Maximos e minimos da fung¢ao do segundo grau

A essa altura, vocé ja deve ter percebido que as fungcdes do segundo grau apresentam um
ponto mais alto ou um ponto mais baixo, a depender do sinal do coeficiente a.

Esse ponto é especial e, por ser um maximo ou um minimo, interessa a muitos campos de
estudo.

Por isso, é interessante acharmos um modo pratico de encontra-lo.

Vejamos um grafico genérico de f(x) = ax? + bx + ¢

X vertice

I Vvértice (xv,yv)

y vértice

Ao ponto mais alto ou mais baixo da parabola, chamamos vértice e este tem duas
coordenadas: x vértice e y vértice.

Como a parabola é simétrica, podemos dizer que a coordenada x do vértice, ou x vértice, esta
bem no meio entre as raizes, assim, podemos calcula-lo.

Se as raizes sdo dadas por:

) —b +Vb?% — 4ac
—b +Vb? — 4ac X = a
X = =
2a ., —b —b?% — 4ac
x'' =
2a

O ponto médio entre as raizes é:

—b + Vb2 —4ac_|_—b—\/b2 — 4ac

X, = 2a > 2a
—b +Vb?% —4ac — b —Vb? — 4ac
X — 2a
v 2
_—2b_—b
=40 " 2a

Assim, podemos sempre saber qual a coordenada x do vértice pela férmula acima.
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Perceba que descobrimos essa férmula para o x-vértice (x,,) ao fazer a média entre as raizes,
entdo, vocé também pode fazer isso se as conhecer:

x" + x"
X, = —

Ja para descobrir a coordenada y do vértice, podemos aplicar o valor de x vértice na prdpria
funcao, veja:

y, = ax,? + bx, +c

Se aplicarmos a coordenada x do vértice, a coordenada y correspondera, também, ao vértice.

—a(52) +b(50)+
Y =24 2a) "¢

ab? b?

Yo =302 " 2g tc
_ab? —2ab® + 4a’c

W = 4a2
_ —ab® +4a’c

Vv = 4a2
_ —a(b? — 4ac)

W = 402
_ —a(b? — 4ac)

Yo = 4q?

—A

W = E

—A

Y = E

Agora, sempre que precisarmos de maximos e minimos de uma pardbola, lembremos de seu
vértice V:

HORA DE

PRATICAR!

(Exercicio de fixagao) Esboce, em um mesmo plano cartesiano, o gréfico de cada uma
das fungdes abaixo.

a) f(x) =x>*—5x+6
b) f(x) =x*—x—-6
) f(x) =x*+5x+6
d) f(x) =—x*+5x—6
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e) f(x) =—x*+x+6
f)flx) =—x*—-5x—6
9) flx) =x*—4x+9
h) f(x) =—x*+x—4

Respostas

=\ % — — L
9(x) * 2w—=3 a(r\)‘ = ' —4z[+09

flr) A’ —adxH:

hiz)\ = P +4x+3

qlx) [= — P+ 2 +M3 Hx)f= —r?+4% -9
ey f— 2 _ — 2
rlx)f= —a" -4z -3 plr) [= —x° —0—/— 3

1.7. Teorema a. f («)

Pensemos em uma funcdo do segundo grau de equacdo f(x) = ax? + bx + ¢, de raizes x' e
x'', e um nimero a pertencente ao dominio da fung3o f.

Nessas condi¢des, temos algumas condi¢des distintas:
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a>0 ou a<o0 a.f(a) > 0se a nio for raiz

e
a.f(a) = 0 se a é uma das raizes

Perceba que, em ambos os casos, temos que ou a. f (@) > 0 se a@ ndo for raizoua. f(a) =

0 se a é uma das raizes.
Atencdo, estamos multiplicando o coeficiente a por f(a), mesmo a sendo negativo, f () é

positivo nesse caso, pois esta acima do eixo das abscissas, ok?

Préximo caso:

a>0 ou a<o0
e
A> 0

a.f(a) > 0 se @ ndo esta entre as raizes

a.f(a) < 0 se a esta entre as raizes
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Perceba que, para a a esquerda de x’ ou a direita de x"/, temos sempre a. f(a) > 0, ou seja,
comoa > 0,a.f(a) > 0.

J4 para o caso de « estar entre as raizes, temos sempre a. f(a) < 0. Muita atengdo a esse
caso, pois, dentre esses, € o0 mais cobrado em prova.

Professor, entendi todas as condi¢Oes, mas da para saber se a esta a esquerda ou a direita
das raizes, quando ndo estiver entre as raizes?

Pois &, da sim.
Para isso, vamos analisar as raizes mais de perto.

Sabemos que a coordenada x-vértice estd equidistante das raizes, ou seja, podemos calcula-
la tanto pela férmula vista anteriormente quanto pela semissoma das raizes, veja:
b x' +x"
X, =————=—
v 2a 2
Tomando x’' < x'’, podemos dizer:
x' < x"
Lo x + X .,
X <———=<x
2
A maioria dos livros gosta de chamar S = x’ + x'/, ent3o:

x" + x"

Se estamos procurando em que posicao, a direita da maior raiz ou a esquerda da menor, se

encontra um numero a, podemos concluir que:

#® Matematica — Professor Margal
www.estrategiavestibulares.com.br




Professor Marg¢al
FUVEST

S
(a<x1szsea<—

a.f(a) >0eA=0-

S
kx1Sx2<asea>E

1.8. Conjuntos dominio, contradominio e imagem no plano cartesiano

Voltemos ao aos conjuntos: dominio, contradominio e imagem das fungdes.

Porém, agora, veremos como reconhecer esses conjuntos diretamente no grafico.

Utilizemos, como exemplo, a funcao

o]

f{l} — 2 + 2a +

Perceba que, enquanto podemos colocar quaisquer valores reais para a variavel

independente x, os valores de f(x) sempre serdo iguais ou maiores que 1. Dessa forma, podemos
dizer que o conjunto imagem para essa f(x) é:

Ime={y€eRy =1}

Escrevemos o conjunto imagem com referéncia a y e ndo a x, pois estamos trabalhando com
os valores da func¢ao e nao da variavel x.

Nesse grafico, nao ha a indicacdo de limitagdao para os valores de x, entdao ndao ha motivos
para inferirmos que eles sejam limitados. Assim, ja que a propria fungdao nao apresenta condi¢des

para que exista, podemos inferir que o dominio, definido o mais amplamente possivel, é todo o
conjunto dos numeros reais.

D ={x € R}
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Veja outro exemplo:

flx) =2 +2x+2

Veja que a funcdo é a mesma do exemplo anterior, no entanto os valores para x estao
delimitados ao intervalo [-2;1].

Quando delimitamos os valores da variavel independente, os valores da varidvel dependente,
ou da fungao, apresentam a consequéncia que, neste caso, é a de ter seus valores limitados, no eixo
y, a valores compreendidos no intervalo [1;5[.

Explicitando para o gréfico apresentado temos:
Im;={yeR:1<y<5}
Dr={xeR-2<x<1}

Dizemos que essa fungao é valida apenas para o intervalo especifico de seu dominio.

1.9. Fung¢ao dada por intervalos

Percebemos, no tépico anterior, que uma fungao pode ser valida apenas em um intervalo.

O que veremos aqui é que, na verdade, podemos ter varias definicdes diferentes para
intervalos diferentes.
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Imagine um vendedor seguros que tem seu salario dado pelas seguintes condicdes:

nenhum seguro Saldrio de
vendido R$2.000,00
\ \ J
P
Saldrio depende do Entre RS0,01 e RS$2.000,00 + 10%
valor dos seguros R$5.000 em seguros de comissdo sobre o
vendidos vendidos volume vendido
N v A
R$5.000,01 ou mais R$2.000,00 + 15%
em seguros de comissdo sobre o
vendidos volume vendido
\ \

Vamos simbolizar essa informagdao em um plano cartesiano?

' Salario

R$2.750 Q
R$2.500

R$2.000

Salario inicial

P

000 Volume vendi d;

RS

o

O esboc¢o mostra que, para diferentes faixas de volume vendido, ha comportamentos
distintos para o salario.

Essa é uma situagao muito comum no dia-a-dia comercial.
e

2 '@/ INDO MAIS

# FUNDO!
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Agora, vamos representar essa situagao de modo mais formal, definindo o salario S em
fungdo do volume v vendido.

( 2000,sev =20
Sv) = { 2000 + (10%).v,se 0 < v < 5000

\ 2000 + (15%). v, se v > 5000,01
Como S(v) é dividida em segmentos, dizemos que ela é uma fun¢ao dada por intervalos.
Vamos a mais um exemplo?
Veja a fungao

( x—3,se—oco<x<2

x> —6x+7,5e2<x<5
f(x) =A

3,se5<x<8

\ —2x+18,sex > 8

Ja sabemos esbocar todas essas funcdes separadamente. Para termos uma Unica funcao,
definida em intervalos, basta que esbocemos cada uma das condi¢des como se fossem uma fungao
Unica e, apods, aproveitar apenas a parte do grafico que esteja no intervalo solicitado.

Por exemplo a parte de f(x) = x* — 6x + 7, esbocamos toda a parabola e aproveitamos
apenas o “pedaco” da parabola que tem seus valores de x entre 2 e 5.

Nao se esquecga de que as “bolinhas” fechadas no grafico simbolizam pontos de inclusao,
equivalentes a parte de igualdade do simbolo de < utilizado na defini¢dao algébrica da fungao por
intervalos.

Vejamos como fica o esbogo do gréfico de f(x).
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wl-————- -0 - — 4

1.10. Fungao inversa

Ja iniciaremos os estudos da fungdo inversa com um sinal de alerta.

NAO

CONFUNDA!

O inverso de um numero é uma fragdo com esse numero no denominador.
Oinversode 5 é 1/5.
Uma funcdo inversa ndo tem a ver com esse conceito!

A inversa de uma funcao é outra funcao que cumpre um papel especifico: o de “desfazer” o
que foi feito pela fungao original.

Vejamos um caso especifico.
Para a funcao

f(x) =2x+5,
calcule f(5).

Pela definicdo da fungdo, temos:
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f(x)=2x+5
f(5)=25+5
f(5) =15

Pois bem, a fungdo f(x), com entrada x = 5, retorna f(5) = 15.

Agora, procuremos uma fungdo que faz exatamente o contrario, ao ser alimentada com
entrada x = 15, retorne o 5. A funcdo que fizer isso para qualquer x pertencente ao dominio de
f (x) sera nossa funcg3o inversa, simbolizada por f~1(x).

@ ESQUEMATIZANDO

Uma regra pratica para encontrarmos a fungdo inversa é inverter a nota¢do de x e f(x) na
funcgdo inicial e, entdo, isolar o x. Pode-se, alternativamente, usar y no lugar de f(x).

Para evitar confusio, indico, ja na troca inicial, simbolizar a fun¢do inversa com f~1(x). Assim
VOCE evita erros por causa de troca de notacao.

No exemplo dado, calculemos, pela regra pratica, a inversa de f(x).
Fungao original a ser invertida:
f(x) =2x+5
Trocando a notagao:
x=2.y+5
x=2.f(x)+5
x=2.f"'(x)+5
Nesse curso, usaremos, preferencialmente, a notacao:
x=2.f"1x)+5
Isolando /71 (x)
x=2.f"1x)+5

Subtraindo 5 de ambos os membros

x—5=2.f"1(x)
Dividindo ambos os membros por 2
x—5 X[ 1x)
2 3
X0 i)
2
Desse modo, definimos a inversa de f(x) como sendo
x—05
70 =—;
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Vamos testar para ver se, ao colocarmos x = 15 essa fung3o retorna f~1(15) = 5 como
esperavamos?
x—05
2
15—-5

f) =

~1(15) =
FH18) = =
10
“1(15) = —
f718) = 5
f7t(15) =5

Desse modo, podemos dizer que a inversa de

f(x) =2x+5

Fi =222

1.10.1. Consequéncia da defini¢ao de fungdo inversa

ATENCAO!!

A fungao inversa é, como o proprio nome diz, uma fungao.
E 0 que é necessario para que tenhamos, propriamente, uma fung¢ao?

Sao duas condigdes:

Funcao

|
| |
r )
1) A regra da fungdo 2) Nio sao aceitas
deve fornecer um £ (x) ambiguidades. A cada x
para todo x pertencente deve haver um tinico

ao Dominio. Sem f (x) correspondente.
excecoes.
N y

Como vocé deve ter percebido, na fungao inversa, os valores da variavel independente x se
transformam em varidvel dependente f~!(x) e vice-versa.

Pensando nos conjuntos dominio e contradominio, o dominio de f(x) passa a ser o
contradominio de f~1(x), enquanto o contradominio de f(x) passa a ser o dominio de f~1(x).

E o que isso quer dizer, professor?
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Bom, como o contradominio de uma se transforma no dominio da outra e o dominio nao
admite ficar sem correspondéncia, sé podemos fazer fungdes inversas de fungdes cujos
contradominios estejam completamente relacionados.

Vish, professor, complicou.

Calma, vejamos como fica essa afirmac¢ao nos diagramas que usamos para definir as fungdes.

Imagem

Dominio Contradominio

Claramente, temos uma func¢ao: todos os valores do dominio tém correspondentes e ndo ha
mais de um correspondente por cada elemento do dominio.

Agora, vamos tentar inverter a fungdo f.

=
PR

4

pal
7

Be Imagem

Contradominio Dominio

Perceba que f~! ndo é uma funcio, pois nem todos os elementos de seu conjunto dominio
estdo relacionados.

Se retirarmos, entdo, os elementos 4 e 5 do contradominio de f, poderemos inverté-la
tranquilamente, veja:
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I'magem

Dominio Contradominio Contradominio Dominio

TOME NOTA!

Daqui tiramos uma conclusdo importantissima:
somente fungdes bijetivas tém inversas!

1.11. Fun¢ao Raiz

Se eu perguntar a vocé qual é a operagao inversa da operacao de soma, provavelmente vocé
me responderd que é a subtracao.

Da multiplicagao? A divisao.
Da potenciagdo? Exatamente, a radiciagao.
Calculemos, entao, a fungao inversa de

f(x) = x2.

Antes de calcularmos a inversa, lembre-se do grafico dessa funcao:
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Ly
f (@) = o
T
Perceba que

f(x) = x?

ndo é uma fungdo bijetiva, pois ha, para um unico elemento de y, mais de um elemento x
correspondente.
Ly
f(x) =a?
y
x-‘ 12 ]"—_
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Para que a fungao seja inversivel, podemos redefinir seu dominio, digamos para x = 0, para
gue isso nao acontega, veja:

fa) = a?

Agora sim, podemos continuar a definir nossa f ! (x).

Procedamos exatamente como no item anterior para encontrar a fungdo inversa: inversao da
nomenclatura.

f(x) = x?
x = f—1(x)2

Como dissemos ha pouco, a operacgao inversa da potenciacdo é a radiciacao, entdo, raiz em
ambos os membros da equacao.

= fH(x)?
fi?
Vx = f )2

Novamente, nds vamos estudar mais a fundo essa questao da raiz quadrada de algo elevado
ao quadrado na aula sobre mddulos. Como nosso dominio contém apenas valores positivos,
podemos dizer que

=

X

Vx = f(x)
E como se parece o grafico dessa funcdo inversa?

Bom, a cada numero x, associamos sua raiz quadrada, o que da a seguinte forma ao esbo¢o
de nossa funcao inversa:
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fx) =«

(=) =V

TOME NOTA!

Um fato muito interessante é relacionarmos nosso grafico de fungao inversa a reta y = x,
veja:

f@) = a?

f (=) =vz
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Ha uma simetria entre as fungdes e suas inversas, sempre com relagao a bissetriz dos eixos
y = x. Essa caracteristica pode facilitar a resolu¢ao de algumas questdes graficas nas provas, fique
ligado!

1.12. Fungao Composta

Na pratica, a funcdo composta é quando aplicamos uma funcdo a outra fungdo.

Peguemos, com exemplo, duas fungdes definidas como
f(x)=2x+5

g(x) = x*

Se precisarmos calcular f (x) para alguns valores, teremos:
f(x) =2x+5
f(3)=23+5

f(—8)=2.(—8)+5

f(200) = 2.200+5
f(@a)=2.a+5
f(V)=2.V+5

Ndo deve ser surpresa que, ao aplicar f(x) a g(x), resulte:
f(x) =2x+5

gx) = x*
flg(x) =2.9(x) +5
flg(x)) =2.x*+5

Uma notagdo alternativa para a fungao composta é:

flg(x)) = fog(x) = fog

cuja leitura é: f compostacom g, f bola g, f circulo g, ou ainda, fog (como neblina em inglés).

Podemos, também, fazer o contrario, calcular gof (x), veja:
f(x)=2x+5

g(x) = x*
gof (x) = g(f (x))
gof(x) = [f(x)]?

gof (x) = [2x + 5]

gof(x) = (2x+5).(2x +5)
gof(x) = 4x? + 1010+ 25
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gof(x) = 4x? + 20x + 25
Portanto, sendo as fungdes
f(x)=2x+5
g(x) = x*
temos
fog(x) =2.x*+5
gof(x) = 4x? + 20x + 25

2. Inequacoes (parte 2)

2.1. Inequacao do segundo grau

Com defini¢ao dada de forma semelhante as das inequagdes de primeiro grau, as inequagoes
do segundo grau sao inequacgdes que, na sua forma mais reduzida, podem ser representadas por

f(x)>0
f(x)<O0
f(x)=0
f(x)<0

onde f(x) é, necessariamente, uma fun¢do do segundo grau, temos uma inequagdo do
primeiro grau.

A resolucao das inequacdes de segundo grau se resume a dois passos principais:
Reduzir a inequagao a sua forma mais simples
Representar um esbogo do grafico de f(x) com suas raizes
Como exemplo, analisemos a inequag¢ao do segundo grau
x2-5x+6<0

Inicialmente, ndo conseguimos simplificar para chegar ao intervalo de valores solicitado,
entdo usaremos a abordagem das fungdes, considerando

f(x)=x>—-5x+6<0
Para esbogarmos o grafico de f(x) levantamos algumas informagdes Uteis:
Coeficiente a > 0, entdo a pardbola tem concavidade para cima
Coeficiente ¢ = 6, entdo a pardbola intercepta o eixo vertical em 6
Ndo sabemos, ainda, as raizes da fungao f(x), entdo, vamos calcula-las.
f(x) =x>—5x+6
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, 5+1
5+ /(-52—416 |¥ =" =3
X = =
2.1 ,  5— V1 _,
* T2 T
Assim, as raizes da fungdo f(x) sdo (2;0)e (3;0).
NAO
CONFUNDA!

Cuidado, temos duas raizes, essas raizes tém sempre a coordenada y = 0, tome
cuidado para nao as juntar e formar um ponto sé!

Pois bem, ja coletamos informacdes suficientes para a analise da inequacao
f(x)=x>—-5x+6<0

Com todos esses dados, fagamos um esbogo do grafico de f(x)

Intervalo em que f( Intervalo em que f(x) & negativa, pois seu grafico esta abhaixo do eixo x Intervalo eph que f(x) é positiva

v

34

G F
,—. Pontos onde f(x) € zero
I
1

Essa ndo é a resposta, é apenas um esbog¢o do grafico compilando as informagdes que temos
acerca de f(x).

Agora é o momento de olharmos para a inequacgao e entendermos o que ela solicita.
f(x)=x>—-5x+6<0
Ela pede os valores que f(x) < 0, ou seja, que a fungdo seja nula ou seja negativa.

Uma fungao é nula em suas raizes, que ja calculamos, entao ja temos que x = 2 e x = 3 fazem
parte da resposta.

Além disso, pelo grafico, vimos que f(x) é negativa quando sua linha estd abaixo do eixo
horizontal. Nesse caso, entre 2 e 3.
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Assim, ja podemos elaborar nossa resposta. Os valores que satisfazem a inequag¢ao do
segundo grau estdo entre 2 e 3, inclusive seus limites.

Em linguagem algébrica, temos o conjunto solucado
S={xeR/2<x <3}
Ou, se preferir, em linguagem grafica

1
| 2<x<3
E

N

--@-ur-—-

2.2. Inequagao produto e inequag¢ao quociente

Quando temos um produto ou um quociente de fungdes dentro de uma inequac¢ao, temos o
que chamamos de inequacdo produto ou inequagao quociente.

As inequacdes produto sao construcdes do tipo
f(x).g(x) >0
fx).g(x) <0
f(x).g(x) =0
f).g(x) <0

Enquanto as inequagdes quociente,

£
FIES
fx)
9@ ©
fx)

PTC
f(x)

g ="

Podemos ter, inclusive, ambas simultaneamente, algo como uma inequagado produto-
guociente

0

0

f(x). g(x)
_— >
h(x)
Um método muito pratico para resolvermos essas inequac¢des consiste em verificar todas as
raizes e suas multiplicidades e marca-las na reta dos reais para analise.

0

Vamos aprender na pratica.
Imaginemos uma situacdao bem complexa, onde tenhamos
(x —5)°(x —6) -
(Bx+12)(x2 —-5x+6)3(x2—x—-2)
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Professor, o que eu te fiz?
Calma, calma. Nao é tao complicado quanto parece. Vem comigo.
Vamos seguir passo a passo.

Inicialmente vamos separar todas as funcdes e calcular suas raizes. Quando tivermos uma
funcdo elevado a uma poténcia, ndo é necessario fazer o desenvolvimento, basta calcular a raiz da
funcdo e contar como multiplicidade igual a poténcia.

Assim, temos:

fx)=x-5
gx) =2x—-6
h(x) = 3x + 12

jlx) =x*—-5x+6
k(x) =x?—x—-2

Calculemos suas raizes, uma a uma, igualando as fungdes a zero.

f(x)=x-5 gx)=2x—-6 h(x) =3x+12
0=x-5 0=2x-6 0=3x+12
5=x 6 = 2x —-12 = 3x
3=x —4 =x

jlx) =x*—-5x+6

, 5+V1
5+4./(-5)2-416 |X¥ =" =3
X = =
2.1 ”_5_\/1_2
=——=
k(x) =x?—x-—2
. 1+49
1+/(-D?2-41.(-2) | ¥ == =2
X = =
2.1 ”_1_\/5_
=——=

Agora é uma hora crucial, contar a multiplicidade das raizes.

Ha poténcias nas func¢des f(x) e j(x), entdo:

Funcao Raiz Poténcia Multiplicidade
f(x)=x-5 5 5 5
gx)=2x—-6 3 1 1
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h(x) = 3x + 12 -4 1 1
jx) =x*—-5x+6 2 3 3
jx) =x*—-5x+6 3 3 3
k(x) =x%2—x-2 -1 1 1
k(x) =x%2—x—-2 2 1 1
Ufa!

Agora, veja que a raiz 3 aparece tanto em g(x) quanto em j(x), entdo precisamos somar
essas multiplicidades. O mesmo acontece com o 2, que aparece tanto em j(x) quanto em k(x).

Resumindo
Raizes Multiplicidade
5 5
3 4
-4 1
2 4
-1 1

Coloquemos essas raizes na reta dos reais. Nao é necessario coloca-las em escala, s6 naordem
correta. Inicialmente deixaremos todas as bolinhas abertas, depois veremos quais das raizes
poderdo ser incluidas na resposta.

-4 -1 2 3 5

| | |
| | |
| | |
© © © © © -
| | | | |
| | | | |
1 1 1 1 1

Agora, escolhnemos um numero de intervalo qualquer para servir de teste. Eu costumo
escolher, quando possivel, o intervalo que contém o numero zero, isso torna os calculos um pouco
mais rapidos. Caso queira escolher um nimero diferente, sinta-se a vontade. Sé ndo escolha alguma
das raizes, ok?

O zero estad entre —1 e 2.

| | | | |
AL T 2 34 o) _
® = @ ?
| | | I I

Agora, testamos o zero na expressao que contém nossas funcdes para ver se, naquela regiao,
a expressao é positiva ou negativa.
(0 —5)°(2.0 —6)
(3.0+12)(02—-5.0+6)3(02—-0—-2)

#® Matematica — Professor Margal
www.estrategiavestibulares.com.br

“w

86




Professor Marg¢al
FUVEST

(=5)°(-6)
(12)(6)3*(-2)
N3do estamos interessados, agora, no valor da expressao, apenas se ela é positiva ou negativa

no intervalo que contém o zero. Assim, podemos pensar somente em termos dos sinais
—— o+

+.+.- -
Isso significa que, na regido que contém o zero, essa expressdo tem valor negativo.
Coloquemos essa referéncia na representagao grafica.

| |
| |
| |
| -1 |

-4 3

o
-
I
1

2 5

|
I
I
I
5N SN
A4 o -
I I
1 1

| I

| |

| |

| 0 |
o~y _B -~
A4 L ~

| I

1 1

Agora, vamos completar a reta dos reais e, a cada vez que passarmos por uma raiz de
multiplicidade impar, trocamos de sinal. Quando passarmos por uma raiz de multiplicidade par,
mantemos o sinal.

Vamos |3, da regiao do zero para a direita passaremos
pelo 2 (multiplicidade par),
pelo 3 (multiplicidade par) e
pelo 5 (multiplicidade impar).
Reveja o quadro das multiplicidades se ficar em duvida.
Dessa forma:
Ao passar pelo 2, ndo mudaremos o sinal, pois ele tem multiplicidade par.
Ao passarmos pelo 3, também nao mudaremos, pois ele tem multiplicidade par.
Ao passar pelo 5, alternaremos o sinal, pois o 5 tem multiplicidade impar.
Confira.
| |
| — | +
| |
| |

_4 -1 3

LD,
o
|
1

2 5

|
|
|
|
¥ £
< =4 -
| |
1 1

I |

I |

I |

I 0 |
r.. % —t FanY
A4 T A~

I |

1 1

Agora, para a esquerda, passando pelo —1, e pelo—4. Ambos com multiplicidade impar,
entao é so alternar os sinais a cada raiz.
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! |
- : + - : +
| -1 I

-4 3

..
©
|
|
|
1

2 5

+o

|
|
|
|
.. ..
< A =4 L
| |
| |
| |
1 1

\ |

\ |

\ |

\ |
Pan ..
© ©

\ |

\ |

\ |

1 1

Prontinho, agora sabemos como nossa inequacao deve ser respondida. Vocé se lembra de
gual era a pergunta mesmo?

Vamos refrescar a memoria.
(x —5)°Q2x —6) -
Bx+12)(x? =5x+4+6)3(x?—x—-2)

Nossa inequacao esta perguntando para quais valores de x esse quociente é maior ou igual a
zero. Pois bem, se ele deve ser maior ou igual a zero, queremos 0s positivos e as raizes. Otimo.

0

S6 mais um detalhe, ndo podemos fazer divisdes por zero, entdao, mesmo sendo raizes das
fungbes que separamos, ndao podem fazer parte da resposta as que forem provenientes do
denominador. As raizes envolvidas nos denominadores foram —4, —1, 2, 3, entdo todas elas terao
gue ser excluidas; bolinha aberta nelas.

I | I I I
I 4 <x<-1 | I I I Xx=5
| I | | |
—_— [ + | —_ | -_— | —_ [ +

I | I I I

_41 -1 0 2 | 31 51

D= = = - - D -+ g o @ — — — =

I | I I I

Das raizes, apenas o 5 pode ser considerado valido, pois todas as outras apareciam no
denominador.

Com base na reta dos reais, conseguimos escrever nosso conjunto solugdo para a inequagao.
(x —5)°(2x —6) -

(Bx+12)(x2 —-5x+6)3(x2—x—-2)
S={xeR|—-4<x<-loux=5}

0

Um exercicio bastante trabalhoso, mas que tem por finalidade preparar vocé para os
exercicios de prova, sobretudo de segunda fase. Leve seu tempo, analise com cuidado, refaga-o
varias vezes até estar bem seguro. Vera que, com a pratica, os outros exercicios dessa natureza
exigirdo cada vez menos esforco.

3. Férmulas, demonstragoes e comentarios

3.1. Translacao no plano cartesiano
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Uma ideia simples, mas que pode facilitar muito sua vida no vestibular: a translagao de
fungdes no plano cartesiano.

Vamos estudar duas translagdes: a vertical e a horizontal.
3.1.1. Translagao vertical

Para adicionar ou subtrair um valor a cada um dos pontos de uma fun¢do, basta somar ou
subtrair esse valor ao termo independente da func¢ao, veja:

Peguemos a func¢do f(x) = x* — 4x como exemplo. Como vimos, o esbogo do gréfico dessa
fungao f é:

Ay

Vértice

Suponha agora que queiramos, por algum motivo, “subir” essa funcao em, digamos, 2
unidades. Para isso, basta-nos fazer uma nova fungao

glx) =f(x)+2
gx) =x?—4x+2

Desse modo, todos os pontos de g(x) sdo, seguramente, superiores em duas unidades aos
pontos de f(x). Veja o reflexo disso no gréfico:
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hy

,'II f(z) = 2%+ 4z

| g(x) =27+ 42 +2

[

\ Vértg e

-2
nidades | !
J ;

b2

3.1.2. Translagao horizontal

Ja para a translagdao horizontal, para “levar” a fung¢ao para a direita ou para a esquerda,
devemos substituir a varidvel independente x por x + h, onde h representa a quantidade a ser
deslocada para a direita ou para a esquerda.

Uma peculiaridade importante. Enquanto no deslocamento vertical, positivo significa
deslocamento “acima” e negativo, “abaixo”, no deslocamento horizontal o positivo desloca a fungao
para a esquerda e o negativo para a direita.

Sim, eu sei que é contraintuitivo.

Na verdade, estamos deslocando o eixo das ordenadas e, ai, faz mais sentido. No entanto, na
hora da prova, sugiro pensar que os eixos ndo se deslocam e que o deslocamento horizontal funciona
contraintuitivamente, ok?

Vejamos como fica na pratica.
Vamos deslocar g(x) em trés unidades para a direita.
Para isso, precisamos criar uma nova fungao:
i(x) =g —3)
Como
gx) =x?—4x+2
ix)=glx—3)=x-3)2—4(x—-3)+2

Podemos, claro, expandir e simplificar a equagdo da fungdo i(x), no entanto, para que
tenhamos o deslocamento, a simplificacao é irrelevante.
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Veja como fica o grafico de i(x):
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Utilizamos os vértices das fungdes para explicitar as translagdes.
No entanto, a translacdo aconteceu com toda a funcdo e ndo somente com o
vértice. Todos os pontos de cada fungdo foram transladados.

3.2. Intercepto-y

J4 vimos que o intercepto-y é o ponto em que o grafico de uma funcdo intercepta o eixo
vertical de um grafico.

Além disso, em func¢des polinomiais, o termo independente sinaliza a altura da interseccao,
ou seja, a coordenada y do intercepto (0; y).
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Intercepto — y (0,6) f(z) = 2° — 5x 46

Outro fator importante sobre o intercepto-y em uma funcdo do segundo grau é o sinal do
coeficiente b.

e N\
Fungdo corta eixo y
b>0 de forma crescente
\§ J
y=ax?+bx+c ’
e N . N\
Sinal do coeficiente b | | b=0 Funcao corta'elxo y
| de forma horizontal
NG J/
4 N\
b<o0 Func¢do corta eixo y
< de forma decrescente

AN J

Veja os trés casos graficamente para o exemplo f(x) = x% + bx + 6.
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flz)=a® —52+6

flz)=a® 452 +6

H‘,
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b =0 — horizontal

4. Questoes de vestibulares anteriores resolvidas e

comentadas

01. (Fuvest/2019)
Se afungdo f: R — {2} é definida por

2x+1
fO)=——
E a fungdo g: R — {2} é definida por g(x) = f(f(x)), entdo g(x) é igual a
X
a) 5
b) x?
c) 2x
d)2x+3
e)x

Comentarios
O enunciado define g(x) como

g(x) = f(f(x)
Como

2x+1
x—2

flx) =

Temos que
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2x +1
2f)+1 25— +1

fG -2  2x+1_,

gt = f(f(x)) =

X — 2
Simplificando.
22x+21_|_1 4x+22_|_1 4x+22_|_1 4x+2+2x—2
(x) = X — _X= N _ X —
9 2x + 1 2x + 1 2% + 1 2x+1—2x+4
-2 —_——2 —F-2
x— 2 xX—2 x—2 x—2
Para divisao entre fragdes, conservamos a de cima e invertemos a de baixo, lembra?
()_4x+2+x—2 x—=72 _5x_5x_
g =" dx+1-2x+4 5 5

Gabarito: e)

02. (Fuvest/2019)

Considere a fungdo polinomial f:R — R definida por f(x) = ax?+ bx +c, em que
a,bec € Rea # 0.No plano cartesiano xy, a Unica intersec¢ao da reta y = 2 com o grafico de f
é o ponto (2; 2) e ainterseccdo da reta x = 0 com o grafico de f é o ponto (0; —6). O valor de a +
b+cé

a)-2

b) 0

c)2

d) 4

e)6
Comentarios

Com os dados do enunciado, fagamos um esbogo do grafico.
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2Q
Vértice

@

-/ Intercepto-y

f(x) = ax?
Para deslocar essa fun¢ao 2 unidades para a direita, precisamos substituir x por x — 2.
fl) = alx —2)?
Agora, para “subir” essa funcao duas unidades, basta somar 2 ao final.
fx) =alx—2)*+2
Para facilitar, vamos desenvolver a expressao.
fx) =alx—2)*>+2
f(x) =a(x?—4x +4) + 2
f(x) = ax? —4ax + 4a + 2

Pensemos, inicialmente, na funcao

Como o termo independente deve valer —6, temos.
4a+2=—-6=>4a=-8=a=-2
Substituindo a = —2 em nossa f(x), temos.
f(x) = ax?® — 4ax + 4a + 2
fx)=(-2)x*—-4.(-2).x+4.(-2) + 2
f(x)=—-2x>+8x—6
Assim,

a+b+c=-2+8-6=0
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Gabarito: b)

03. (Fuvest/2019)

Um dono de restaurante assim descreveu a evolug¢ao do faturamento quinzenal de seu
negocio, ao longo dos dez primeiros meses apds a inauguracgao: “Até o final dos trés primeiros meses,
tivemos uma velocidade de crescimento mais ou menos constante, quando entao sofremos uma
queda abrupta, com o faturamento caindo a metade do que tinha sido atingido. Em seguida,
voltamos a crescer, igualando, um més e meio depois dessa queda, o faturamento obtido ao final do
terceiro més. Agora, ao final do décimo més, estamos estabilizando o faturamento em um patamar
50% acima do faturamento obtido ao final do terceiro més”.

A A
Amrive // e
L | I

tempo (meses) tempo (meses)

=X

o faturamento quinzenal

|
i
|
I
|
|
1
|

faturamento quinzenal

o

(=]
L)
o
~N
»

2\
AV 4

(%]
o faturamento quinzenal
Il
Q.
o faturamento quinzenal
w!
(-[)
o faturamento quinzenal
\

=
P2

a 3 3 10 0 2 a 3 8 10 7 4 6 8 10
tempo (meses) tempo (meses) tempo (meses)

o

Comentarios

Questao puramente interpretativa e de complexidade baixa, visto que nao exige
calculos. No entanto, é preciso estar atento para ndo incorrer em erro.

Quando colocamos no grafico, item a item, os dados do enunciado, temos.
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Faturamento

Cuja semelhanca se da, em maior parte, com o grafico da ultima alternativa.

Gabarito: e)

04. (Fuvest/2018/modificada)

Sejam Df e D, os maiores subconjuntos de R nos quais estdo definidas, respectivamente, as
funcdes reais

x3+2x2—4x—8 Vx3 +2x2 —4x —8

flx) = p— eg(x) = —

Nessas condicdes,

a) Df = D,.

b) Df e D, diferem em apenas um ponto.

c) D¢ e D, diferem em exatamente dois pontos.
d) Df e Dy ndo tém pontos em comum.

e) Dy e D, diferem em mais de um ponto.
Comentarios

Para f(x), temos duas condi¢cdes de existéncia.

x—2%#0 x3+2x%2—4x -8
x—2

Resolvendo a diferenca e a desigualdade, temos.
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X # 2 X # 2

Dessa forma, temos o dominio da fungdo f(x) dado por Dy = {x € R: x # 2}.

Pensemos, agora, no dominio da fungdo g(x), que apresenta trés condigdes.

x—2%0 x—22=0 x3+2x2—4x—-82=0

Que apresenta os seguintes resultados.

X * 2 x> 2 x=-2 ou x=2

Assim, podemos definir o dominio de g(x) como D, = {x € R:x > 2}.

Ao analisar as alternativas, vemos que, no que se refere aos dominios, podemos afirmar que
Ds e D, diferem em mais de um ponto.

Gabarito: e)

05. (Fuvest/2015)

A trajetdria de um projétil, lancado da beira de um penhasco sobre um terreno plano e
horizontal, é parte de uma parabola com eixo de simetria vertical, como ilustrado na figura abaixo.
O ponto P sobre o terreno, pé da perpendicular tracada a partir do ponto ocupado pelo projétil,
percorre 30m desde o instante do lancamento até o instante em que o projétil atinge o solo. A altura
maxima do projétil, de 200m acima do terreno, é atingida no instante em que a distancia percorrida
por P, a partir do instante do langcamento, é de 10m. Quantos metros acima do terreno estava o
projétil quando foi lancado?

a) 60
b) 90
c) 120
d) 150
e) 180
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Comentarios

Com os dados do enunciado, vamos esbogar, no plano cartesiano, uma parabola que
represente a situacao.

200

Trajetoria

—10 20

Ja vimos nessa aula que esse tipo de parabola ndo deve apresentar o termo bx em sua
equacgao, além de apresentar o intercepto-y igual a 200, ou seja, é do tipo

y = ax? + 200

Além disso, a trajetdria toca o solo (y = 0 ) no ponto de abscissa x = 20. Podemos,
entdo, substituir esses valores na equag¢ao da parabola para descobrir o valor do coeficiente a.

y =ax?+ 200
0 = a.20% + 200
0 = a.400 + 200
Subtraindo 200 de ambos os membros:
—200 = a.400
Dividindo por 400 em ambos os membros:

200 a.460
400 400

_E:a

Assim, completamos nossa parabola da trajetdria:
y = ax?+ 200
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1
y = —Exz + 200

Como queremos saber qual é a altura do terreno em relagdo ao solo e o langamento ocorreu
na posi¢ao x = —10 em nosso sistema de coordenadas, temos:

1 1 1
y= —Exz + 200 = —E(—10)2 + 200 = —5.100+200 = —50+ 200 = 150

Simbolizando que a altura do terreno, em relacdo ao solo, é de 150 metros.

Gabarito: d)

06. (Fuvest/2015)
A fungdo f estd definida da seguinte maneira: para cada inteiro impar n,

x—(n—1),sen—1<x<n

flx) =

n+l—x,sens<x<n+1

a) Esboce o gréficode f para 0 < x < 6.
b) Encontre os valores de x, 0 < x < 6, tais que f(x) = 1/5.

Comentarios
a) Esboce o gréficode f para 0 < x < 6.

Como o enunciado disse, a fungdo f é definida por intervalos e o parametro n é um nimero
inteiro e impar, ou seja, n € {1,3,5,7,9,11 ... }.

Dessa forma, explicitemos nossa fungao f para cada n possivel.
Comon €{1,3,5,7,9,11 ...}, temos:

x—(1—-1),sel—-1<x<1 x,se0<x<1

n=1=>f(x)={ =>f(x)={

1+1—x,sel1<x<1+1 2—x,sel1l<x<2

x—(B3—-1),se3—-1<x<3 x—2,se2<x<3

n=3=>f(x)={ =>f(x)={

3+41—x,5e3<x<3+1 4 —x,se3<x<4

x—(5-1),se5—-1<x<5 x—4,se4<x<5

n=5=>f(x)={ =>f(x)={
5+1—x,5e5<x<5+1
Como temos para cada intervalo uma fungao f(x) bem definida, ampliemos o esbogo

até o ultimo intervalo 5 < x < 6.

6—x,5e5<x<6

9 Matematica — Professor Margal /

www.estrategiavestibulares.com.br




Professor Margal
FUVEST

Que é o esbogo solicitado no item a) da questao.

b) Encontre os valores de x, 0 < x < 6, tais que f(x) = 1/5.

0<x<1 1<x<?2 2<x<3 3<x<4 4<x<5 5<x<6
_1 2 _1 2= 4 _1 4 = 6 _1
x—5 x—5 X =z x—5 X = x—5
_1 2 1_ —1+2 4 1_ —1+4 6 1_
x—5 S—x x—5 5—x x—5 5—x
1 10-1 _1+10 20—-1 1420 30-1
x—5 c =x x = c c =X X c c =Xx
1 9 1 19 21 29
x—5 S—x x—5 5—x x—5 S—x
x=0,2 1,8 =x x =22 38=x x =42 58=x
07. (Fuvest/2012)
Considere a fungao
4x
=1 =—
f&) G+ 1)

A qual estd definida para x # —1. Entdo, paratodox # 1 e x # —1, o produto f(x)f(—x) é

igual a
a)—1

b) 1

c)x+1
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Comentarios

Simplificando f(x), temos.
4x (x+1)2%2—4x (x+1)%—4x
fe = 1_(x+1)2 - (x+1)2 - (x +1)2
A expressdo (x + 1)? é um produto notével, estd lembrado?
x?4+2x+1—4x x*+2x+1—4x x*—-2x+1 (x—1)2
(x + 1)? - (x +1)2 - (x + 1) - (x + 1)
Com f(x) definida, calculemos f(—x).
(—x—1)?% [-(x+D]* (x+1)?
(x+1? (A-02 (A-x)7?
Dessa forma, podemos calcular o produto solicitado no enunciado.
(x—1? (x+1? (x—1)7 (x4+1)°
G+ D2 (A=-27  GH17 =17

f&) =

f(=x) =

fQOf(=x) = 1

Gabarito: b)

08. (Fuvest/2011)
Sejam f(x) =2x—9 e g(x) = x®> + 5x + 3. A soma dos valores absolutos das raizes da
equagdo f(g(x)) = g(x) é igual a
a)4
b) 5
c)6
d)7
e)8
Comentarios
f(x)=2x-9
gx) =x*+5x+3
flgt) = g
29(x) =9 =gx)
2g(x) —g(x)—9=0
gx)=9=0
x*+5x4+3-9=0
x2+5x—6=0
A= b%? —4ac =5%—4.1.(—6) = 25+ 24 = 49
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( , —5+7 2
—b+VA -5+v49 YET 72T
T T 21 T 5_7 _12
W=7 =2 =°°
Soma dos valores brutos (semsinal) =1+6=7
Gabarito: d)

09. (Fuvest/2010)

A fungdo f:R — R tem como grafico uma parabola e satisfaz f(x + 1) — f(x) = 6x — 2,
para todo nimero real x. Entdo, o menor valor de f(x) ocorre quando x é igual a

Comentarios
Como f(x) tem como grafico uma pardbola, temos que
f(x) =ax®*+bx+c
Vamos, entdo, seguir as orientagdes acerca da fun¢do f e descobrir o que pudermos sobre os
coeficientes a, b, c.

fx+1)—f(x) =6x—2
fx+1)—f(x)=6x—2
alx+1)2+b(x+1)+c—lax?+bx+c]=6x—2
a(x*?+2x+ 1) +b(x+1)+c—[ax? +bx+c] =6x—2
ax’+2ax+a+bx+b+c—ax?—bx—c=6x—2
ax? + 2ax + a +b% + b ¢ =ax? =h7 =c = 6x — 2
2ax +a +b=6x—2

Desse modo:

2a =6 q=2 a=3 a=3 a=3
= LN = =
a+b=-2 a+b=-2 a+b=-2 3+b=-2 b=-5
Assim, temos.
f(x)=3x*-5x+c
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O enunciado pede o valor de x para o menor valor de f(x), ou seja, o x,,.
—b _ —(-5) B 5

YT T 23 T 6

Gabarito: c)

10. (Fuvest/2008)

Por recomendacdo médica, uma pessoa deve fazer, durante um curto periodo, dieta
alimentar que lhe garanta um minimo diario de 7 miligramas de vitamina A e 60 microgramas de
vitamina D, alimentando-se exclusivamente de um iogurte especial e de uma mistura de cereais,
acomodada em pacotes. Cada litro de iogurte fornece 1 miligrama de vitamina A e 20 microgramas
de vitamina D. Cada pacote de cereais fornece 3 miligramas de vitamina A e 15 microgramas de
vitamina D. Consumindo x litros de iogurte e y pacotes de cereais diariamente, a pessoa tera certeza
de estar cumprindo a dieta se

a)x+3y=>7e20x+ 15y = 60

b)x+3y<7e20x+ 15y <60

c)x+20y>7e3x+ 15y > 60

d)x+ 20y <7e3x+ 15y <60

c)x+ 15y >7e3x + 20y = 60
Comentarios

Vamos explicitar as informagdes do texto em forma de tabela, para uma visdao mais
panoramica.

Minimo didrio 1 litro de iogurte Pacote de cereais (y)
especial (x)
Vitamina A 1mg 3mg
Vitamina D 20 ug 15 ug

Vitamina A - 1.x + 3.y
Vitamina D — 20.x + 15.y

Se o enunciado traz que é necessario um minimo didrio de 7 miligramas de vitamina A,
simbolizamos essa informacao por meio da seguinte inequacao:

Vitamina A - 1.x+ 3.y = 7.

O minimo diario de Vitamina D também é citado como sendo 60 microgramas por dia, o que
também pode ser simbolizado por meio de inequagao:

Vitamina D - 20.x + 15.y = 60
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Gabarito: a)

11. (Fuvest/2003)

Seja f a fungdo que associa, a cada numero real x, o menor dos nimeros x + 3 e —x + 5.
Assim, o valor maximo de f(x) é:

a)l b) 2 c)4 d)6 e)7
Comentarios

Fazendo o grafico das duas fung¢des auxiliares e, com ele, associando o menor valor
entre elas, temos.

gl@)=x+3

Gabarito: c)

12. (Fuvest/2002)

Os pontos (0,0) e (2,1) estdo no grafico de uma fungdo quadratica f. O minimo de f é

assumido no ponto de abscissa x = — 1/4. Logo, o valor de f(1) é:
1 ) 2 3 p 4 5
Y 10 ) 10 2T T ) 15

Comentarios

Se a funcdo f é quadrdtica, é do tipo f(x) = ax? + bx + ¢
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Se o ponto (0,0) pertence ao grafico de f, temos ¢ = 0, portanto, f(x) = ax? + bx.

Se a fungdo tem o vértice tem coordenada x,, = — 1/4 e uma raiz (0,0), a outra raiz deve ser
equidistante do x,,, ou seja, (— 1/2 , 0).

Escrevendo a fungdo na forma fatorada, temos: f(x) = a(x — x")(x — x"").

Como sabemos as raizes, podemos dizerque x' = 0e x"' =

= — 1/2, ou seja.
f(x) =alx—x")(x—x")

f(x) =alx—0) (x — (— %))

flx) = ax(x+%)

f(x) = ax +az_x

O enunciado informou que o ponto (2,1) pertence a funcdo, entdo, podemos substituir esse
ponto na funcdo e descobrir o valor do coeficiente a.

f(x) = ax? +az_x
f=aq22 41 2
~2<
1=4a+a
1=>5a
1
§=a
Dessa forma,
1 1x
f(x)—g gz
f=tpedol,l 21 3
5 10 5 10 10 10

Gabarito: c)

13. (Fuvest/2001)

A fungdo f(x), definida para —3 < x < 3, tem o seguinte grafico:
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onde as linhas ligando (—1,0) a (0,2) e (0,2) a (1,0) s3o segmentos de reta.
Supondo a < 0, para que valores de a o grafico do polindmio p(x) = a(x? — 4) intercepta o
grafico de f(x) em exatamente 4 pontos distintos?

a)—%<a<0
1
b)—1<a<—§
3
c)—§<a<—1

3
d)—-2<a<-=
) a<-—3

e)a< -2
Comentarios

As raizes de p(x) sdo tais que

a(x2—4)=0=>x2-4=0=>x2—4=0=>x2=4=>Jx2=Vi=>|x|=2>x=+2
Ou seja, a parabola p(x) ja tem dois pontos de intersecgdo com a fungdo f(x).
Para garantir que p(x) tenha outros dois pontos em comum com a fungdo f(x), basta

garantirmos que o vértice de p(x) esteja entre 0 e 2.

0<vértice<2=0<p(0)<2=>0<a(0?-4)<2=>0<-4a<2>
0>—4a>2 0>74a> 1 0>aq> 1
5 —>—>—= —_—> = ——=
Y ) —z = 2 =73

Gabarito: a)

14. (Fuvest/1999)

Considere, na figura | a seguir, a drea A(x) da regido interior a figura formada pelos 3
quadrados e compreendida entre o eixo 0y e a reta vertica passando pelo ponto (x, 0).

¥
A

21 ___

T -.I
1l x 2 3 1

Entdo o grafico da fungdoy = A(x), para 0 < x < 4, é:
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a) ¥a b) ¥a C) Ya
L L LT T
6 T — —
< i I :
1 a ’ '

I
S

A i :
; 14 : E i S—
! ; : I |
— > x : - E

e e — -
1 2 1 2 3 4 1 g
d) ¥va e) va

5-_-_---------------------: {30

T — : . VR ——— :

1 1l
I N R S
1 2 3 4 1 2 é 1 ]

Comentarios

Como temos uma altura constante, podemos pensar na férmula da area da figura
como o produto do valor de x pela altura de y.

Fazendo por regido, temos:
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Gabarito: d)

15. (Fuvest/1997)
Para que a pardbola y = 2x? + mx + 5 ndo intercepte a reta y = 3, devemos ter

a)—4<m<4 bym<3oum>4 com>5oum< -5

dym=-5oum=>5 eym=+0
Comentarios
Para que a intersecgao nao acontega, precisamos que o vértice de y esteja acima de
y = 3, ou seja,
A m? — 4.2.5 40 — m? 40 — m?
y”>3=>_E>3=>_T>3:>T>3=>T'8>3'8=>

540-m?>24=>16-m?*>0>-4<m<4

Gabarito: a)

1. (Unesp/2019)

Em relagdo a um sistema cartesiano de eixos ortogonais com origem em 0(0,0), um
avido se desloca, em linha reta, de O até o ponto P, mantendo sempre um angulo de inclinagao
de 45° com a horizontal. A partir de P, o avido inicia trajetéria parabdlica, dada pela funcdo
f(x) = —x* + 14x — 40, com x e f(x) em quilémetros. Ao atingir o ponto mais alto da
trajetoria parabdlica, no ponto V, o avido passa a se deslocar com altitude constante em

relacao ao solo, representado na figura pelo eixo x.

. v
y=fx) - e !
’l
é’
; i
@ P
2 ¥
2 b
1
0 /< 45°
Solo \ 4 . X
0 (km)

Em relagao ao solo, do ponto P para o ponto V, a altitude do avido aumentou
a) 2,5 km. b) 3 km. c) 3,5 km. d) 4 km. e)
4,5 km.
Comentarios
O encontro entre a trajetoria retilinea e a parabdlica ocorre quando

—x?>+ 14x —40 =x
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—x?>+ 13x—40=0
A=b2—4'a'c=132—4'(—1)'(—40)=169—160=9

—-13+3
x' = —— = 5 — 1° encontro = ponto P

_—btVA -13++9

X = = =
2-a 2-(-1) { , —13-3 ~ ,
kx =——5 = 8 = 2° encontro,nao esta no problema

Altura do ponto P:

f(x) = —x* + 14x — 40

f(5) = =52+ 14-5—-40

f(5) = =25+ 70 — 40
f(5) = 5km
Altura maxima, vértice da parabola.
f(x) = —x* + 14x — 40

A b2—4-a-c_ 142—4-(—1)-(—40)_ 196 — 160 36

v 4- (-1 N 2~z ?
Assim, a diferenca entre a altura do ponto P e a altura maxima da parabola é dada por:
9—-5=4km

Gabarito: d)

2. (Unesp/2018)

Dois dos materiais mais utilizados para fazer pistas de rodagem de veiculos sdo o
concreto e o asfalto. Uma pista nova de concreto reflete mais os raios solares do que uma pista
nova de asfalto; porém, com os anos de uso, ambas tendem a refletir a mesma porcentagem
de raios solares, conforme mostram os segmentos de retas nos graficos.

reflexdo solar (%)
A

35
\sta de concreto
25f ===~

16F----

mmbh e mn--

10

» anos

=)
Ofmmmmman

{www.epa.gov. Adaptado.)
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Mantidas as relagdes lineares expressas nos graficos ao longo dos anos de uso, duas
pistas novas, uma de concreto e outra de asfalto, atingirdo pela primeira vez a mesma
porcentagem de reflexao dos raios solares ap6s

a) 8,225 anos.  b) 9,375 anos. ¢) 10,025 anos. d) 10,175 anos. e)
9,625 anos.

Comentarios

Considerando a reflexao solar como nosso eixo y e 0s anos como nosso eixo x, temos a
reflexdo da pista de concreto y, e a reflexdao da pista de asfalto y, dadas por:

10
yc=—?x+35
6
ya=gx+10

As reflexdes terao a mesma porcentagem quando

ya yC
— —_- = — - —_ — = — — = = _9 7
X + X + X + X + X X 1 X ,

Gabarito: b)

5. Consideracgoes finais

Percebeu o quanto usamos os conhecimentos bdsicos nessa aula? Fracdes, fatoracdes, MMC
e Bhaskara estdao sempre presentes.

Pois &, isso acontecera também nas préoximas, sao conteudos extremamente relevantes para
continuarmos avangando.

A matematica é cumulativa e cada item que vemos podera (e serd) usado nos préximos
passos. Revise sempre os conteudos vistos e siga firme no seu plano de estudos.

O primeiro passo foi dado e seu sucesso depende de vocé.
Para acessar o curso intensivo completo para a Fuvest 2020, clique aqui.

Além disso, vocé pdde perceber que, ao final da lista de exercicios, trouxemos duas questdes
do vestibular da Unesp. Note que existem semelhancas e diferencas entre a prova feita pela Fuvest
e a prova feita pela Unesp, sobretudo nos quesitos tecnicidade e contextualizagdo. Embora a matéria
seja a mesma, as questdes seguem tendéncias diferentes.

Se vocé tem interesse na Unesp, nds também preparamos um curso especifico para vocé,
confira aqui.

Independente da banca de seu vestibular, ao estudar matematica, ndo deixe duvidas; uma
base sélida de conceitos é o caminho para uma boa prova.
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Estude as resolugdes dos exercicios apds a leitura da teoria e tente resolver os exercicios de
modo auténomo.

Havendo problemas, ja sabe, estamos aqui para ajudar vocé. Poste no site, na drea do aluno,
utilize os canais de atendimento do Estratégia, sé ndo deixe contelddo para trés.

Um forte abraco e até a préxima aula.

o /professormarcal @ /professor.marcal 0/ professormarcal
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